Green, Gauss, Stokes e quella roba li

e Sia P(z1,72) una funzione di classe C!, e sia D un insieme xy-semplice, compreso fra i grafici delle
funzioni g(z1) e h(z1), con x1 € [a,b], g(x1) < h(x1) per ogni 1 € [a,b], e g ed h di classe C1.
Allora
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ove n ¢ il versore normale alla curva 9D che punta verso 'esterno di D.

Si ha, poiché D ¢ xo-semplice,
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D’altro canto, considerando la curva -, data dal grafico di h(z1), nel punto (x1,h(z1) il suo versore
normale diretto verso l'esterno di D, cioe verso l’alto, ¢ dato da
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[la curva & il luogo di zeri di H(z1,x2) = 22 —h(z1)...], mentre, come sempre per un grafico, si pud esprimere
Ielemento di lunghezza d’arco [la variazione di ascissa curvilinea] come ds = /1 + [A/(z1)]? dz1. Quindi
sulla curva , si ha no ds = dx;.

In modo analogo, sempre considerando il versore normale che punta verso I'esterno di D, sulla curva v,
data dal grafico di g(x1) si ha —ny ds = dz; [il segno — & dovuto al fatto che il versore normale diretto verso
Iesterno punta verso il basso...].

Quindi
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/P(xl,h(xl))dxl :/Pngds , /P(:z:l,g(xl))d:cl = f/Png ds
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Siccome sui due segmenti verticali che congiungono (a, g(a)) e (a, h(a)), (b, g(b)) e (b, h(b)) si ha ng =0
[la normale & orizzontale...], e siccome 0D & I'unione di 73, 74 € di questi due segmenti, la relazione (1) &
dimostrata.

e Sia Q(z1,72) una funzione di classe C!, e sia D un insieme xi-semplice, compreso fra i grafici delle
funzioni k(z2) e l(x3), con xg € [¢,d], k(xe) < I(z2) per ogni z3 € [c,d], e k ed [ di classe C*.
Allora

0
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ove n ¢ il versore normale alla curva dD che punta verso ’esterno di D.

La dimostrazione ¢ del tutto analoga a quella del caso precedente.

e Teorema di Gauss o della divergenza (nel piano)
Sia v = (v, v2) un campo vettoriale di classe C! nelle variabili (z1, z2) e si definisca divv = 317)1 + %.
Sia inoltre D un insieme che si puo decomporre nell’'unione di un numero finito di insiemi D;, ciascuno
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dei quali sia contemporaneamente xo-semplice e x1-semplice, e sia compreso fra i grafici di funzioni di
classe C'. Allora

(3) //divvdacldacg = /v~nds,

D oD

ove n ¢ il versore normale alla curva 9D che punta verso 'esterno di D.
[Si noti che l'ipotesi che D sia decomponibile come sopra richiesto & soddisfatta da ogni insieme che
abbia una geometria “normale” .|

Per ogni insieme D; della decomposizione di D si possono utilizzare sia la relazione (1) che la relazione
(2), con P =9 e @ = vy. Tenendo inoltre conto dell’additivita dell’integrale si ha
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I pezzi di bordo di D; che sono interni a D (cioe non sono sul bordo di D) sono contati due volte,
poiché bordo di due insiemi adiacenti. Dunque la normale esterna su di essi & di verso opposto, e gli integrali
corrispondenti si eliminano a due a due. Rimane cosi
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avendo ancora utilizzato 'additivita dell’integrale.

e Sia P(z1,72) una funzione di classe C!, e sia D un insieme xy-semplice, compreso fra i grafici delle
funzioni g(z1) e h(z1), con x1 € [a,b], g(x1) < h(x1) per ogni 1 € [a,b], e g ed h di classe C.
Allora

(4) //g—idxldxgz— /(P,O)~dr,
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ove con 01D si intende che la curva 0D & percorsa lasciando l'insieme D a sinistra.

La curva vy, percorsa nel verso crescente delle x1, pud essere parametrizzata come v, (x1) = (21, h(21)),

per cui il versore tangente T ¢ dato da T = m(l, R/ (x1)), cioé su questa curva Ty = ng e Ty =
T

—n1. Analogamente, la curva 7,, percorsa nel verso crescente delle x1, puo essere parametrizzata come

Yg(x1) = (21, 9(x1)), per cui il versore tangente T ¢ dato da T = m(l, g'(x1)), cioé su questa curva

T) = —ng e T = n [su 74 la normale esterna punta verso il basso...]. Dunque Pnods = PTids su vy, e
Pngds=—PTds su,.
Quindi dalla relazione (1)
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essendo ny = 0 sui due segmenti verticali che appartengono a dD. Sulla curva 74, percorsa lasciando a
sinistra I'insieme D, si ha (P,0) - dr = (P,0) - Tds = PTj ds; sulla curva 7y, anch’essa percorsa lasciando
a sinistra l'insieme D, si ha invece (P,0) - dr = —(P,0) - Tds = —P T} ds. Sui due segmenti verticali infine
il versore tangente & verticale, per cui (P,0) - dr = 0. Sommando i contributi provenienti da 7y, 74 € 1 due
segmenti verticali si ottiene quindi la relazione (4).



e Sia Q(z1,72) una funzione di classe C'!, e sia D un insieme x;-semplice, compreso fra i grafici delle
funzioni k(z2) e l(z2), con x5 € [c,d], k(xa) < I(x2) per ogni x5 € [c,d], e k ed | di classe C*.
Allora

5) / 7dx1dx2_ /(O,Q)~dr
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ove con 97D si intende che la curva @D & percorsa lasciando I'insieme D a sinistra.

La dimostrazione e del tutto analoga a quella del caso precedente. L’unico punto che richiede una
verifica riguarda il verso di percorrenza del bordo: per un insieme xi-semplice, percorrerlo lasciando a
sinistra l'insieme corrisponde a percorrere la curva 7; (quella pit lontana dall’asse x2) nel verso crescente
delle z5 e la curva 7, (quella pitt vicina all’asse x3) nel verso decrescente delle x5, e questo & 'opposto di
quello che accade per un insieme xs-semplice. Dunque in (5) ci deve essere il segno opposto a quello che
appare in (4).

e Teorema di Green, o di Stokes (nel piano), o del rotore (nel piano)
Se v = (v, v2,v3) & un campo vettoriale di classe C! nelle variabili (x1, 72, x3), si definisce
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o anche, con altra notazione, V X v.]

Si consideri un campo vettoriale bidimensionale (v;,vs), dipendente dalle variabili ;1 e x5, di classe C!
e si definisca v = (v1,v2,0). Sia inoltre D un insieme del piano che si pud decomporre nell’'unione di
un numero finito di insiemi D, ciascuno dei quali sia contemporaneamente x2-semplice e x1-semplice,
e sia compreso fra i grafici di funzioni di classe C*. Allora (teorema di Stokes nel piano, o del rotore nel
piano)

(6) //rotv~kd:c1dz2 = / (v1,v2) - dr.
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In modo equivalente si puo scrivere (teorema di Green)
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(7) // <3x1 - 31”2) dridze = / (v1,v2) - dr.
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Per ogni insieme D; in cui & decomposto D si possono utilizzare sia la relazione (4) che la relazione (5),
con P =wv; e Q = vy. Tenendo inoltre conto dell’additivita dell’integrale si ha
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:Z /(O,Q)-dr+ /(P,O)-dr =Z/(P,Q)-dr
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I pezzi di bordo di 0D; che sono interni a D (cioé non sono sul bordo di D) sono contati due volte, poiché
bordo di due insiemi adiacenti. Se si percorrono lasciando a sinistra l'insieme di cui sono bordo sono dunque
percorsi in verso opposto, e quindi i relativi integrali si eliminano a due a due. Rimane cosi

//(5931_8@) dardws =3 / (P,Q)-dr = /(P,Q)~dr
I 9tD;no+D 9+D

avendo ancora utilizzato 'additivita dell’integrale.
Questa relazione puo ovviamente essere riletta come

//rotv-kdwldxgz /(01,1)2)'d1‘~
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e Calcolo di aree
Tramite il teorema di Green si puo calcolare I’area di un insieme del piano. Infatti, scegliendo per
esempio P(zr1,22) = —% e Q(x1,72) = %, si ha

0 — 1
(8) area ( //1dw1daz2 = // (5‘2 — 8;;2)) dridxy = 3 / (—xo,x1) - dr.
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e Teorema di Gauss o della divergenza (nello spazio)
Sia v = (v1,v2,v3) un campo vettoriale di classe C! nelle variabili (z1,z2,23) e si definisca divv =
gzi + 8”2 + Dy Y3 Sia inoltre D un insieme che si pud decomporre nell'unione di un numero finito di
insiemi Dj, ciascuno dei quali sia contemporaneamente xs-semplice, xo-semplice e xi-semplice, e sia

compreso fra i grafici di funzioni di classe C'. Allora

(9) // divvdzidredrs = //v -ndS,
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ove n ¢ il versore normale alla superficie 0D che punta verso I'esterno di D.

e Teorema di Stokes o del rotore (nello spazio)
Sia v = (v1,v2,v3) un campo vettoriale di classe C! nelle variabili (z1,22,73) e sia S una superficie
orientabile regolare. Allora

(6) //rotv-ndS:/v-dr,
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ove n ¢ il versore normale a S, e la notazione 91S significa che la curva 9S & percorsa tenendo a sinistra
la superficie S mentre si “abbraccia” il versore n.



