Equazioni della fisica matematica

e Equazione di conservazione della massa in fluidodinamica

Questo principio della fisica si puo scrivere come

il v =-]]
— dav = — v-ndS,
dt Vp avp

ove V & una generica porzione di spazio occupata dal fluido, p ¢ la densita e v la velocita del fluido, ed n & il
versore normale alla superficie V', che qui, come sempre nel seguito, sara considerato come orientato verso
lesterno di V. Applicando il teorema della divergenza si ottiene:

(1) %—Fdlv( v)=0.

[Bramanti-Pagani-Salsa, Analisi Matematica 2, pag. 338.]

e Equazione di conservazione della quantita di moto in fluidodinamica

Analogamente al caso della conservazione della massa, questo principio della fisica si puo scrivere, per ogni
componente pv;, i = 1,2, 3, come

%///vaidV:7//8vaiv.nd5—//avpmd5+//av(T~n)idS+///foz'dva

ove V & una generica porzione di spazio occupata dal fluido, f & I’accelerazione delle forze esterne, p & la
densita, v la velocita, p la pressione del fluido, T ¢ il tensore delle tensioni interne viscose, e ’espressione
(T - n); significa

3
1’1)1 = Z Tiknk .
k=1

Applicando il teorema della divergenza si ottiene (notando che pn; = pe; - n e div(pe;) = %, e similmente,
per ogni i = 1,2,3, Tyxn, = Tiger - n e div(Tiger) = %7;:, )

—// pviv-ndS—// pnidS—F/ (T -n);dS
1% oV oV
/// div(pv;v)dV — 3p dV+/// ale Vv,
V= 18”T’c

I (2 o+ 2 -3 - ) av =

Data l'arbitrarieta del volume V si ottiene

e quindi

0
% +div(pv®v) +gradp — divT = pf,
avendo indicato con pv @ v il tensore di elementi pv;vi, e con div(pv ® v) e divT i vettori la cui i-esima
3
oT,
componente & div(pv;v) e Z k| rispettivamente.
P ox



Per i fluidi viscosi classici il tensore delle tensioni T & dato da
2 .
Ty = 2 Dy, + (C - 5#) divv d,
ove le costanti g > 0 e ¢ > 0 sono i coefficienti di viscosita di scorrimento e di volume, rispettivamente,

1 8’01 a’Uk
Dy, = -

¢ la parte simmetrica della matrice jacobiana di v, e ;. € il tensore di Kronecker (che vale 1 per i =k e 0
altrimenti).
Di conseguenza ’equazione diviene

0 1
(2) [“)Ltv +div(pv ® v) + grad p — pAv — (( + gu)grad divv = pf,

poiché divT = pdivgrad v + pgraddivv + (¢ — %/J) graddivv.

e Equazione di incomprimibilita in fluidodinamica

Questo principio della fisica si puo scrivere come conservazione di ogni volume di fluido nel corso del moto:

S av=o.
dt V(t)

ove V(t) ¢ la regione di spazio occupata dal fluido all’istante ¢. Si sta quindi seguendo il fluido nel suo moto,
con un’impostazione lagrangiana.
Dimostriamo innanzitutto una relazione generale (il cosiddetto teorema del trasporto):

(3) ;lt///v(t)deZ///v(t)(%:—f—v-gradf—i-fdiVV) av,

dove f € una qualunque funzione e v ¢& la velocita del fluido.

Per dimostrare questo risultato introduciamo il campo vettoriale ®(¢,x), che ¢ la posizione all’istante ¢
della particella che all’istante 0 stava in x. Dunque si ha V(t) = {®(¢,x)|x € V(0)}. Dato che il fluido si
muove con velocita v, il campo vettoriale ®(¢,x) soddisfa al seguente problema di Cauchy (in cui x viene
considerato come parametro fissato):

d
W ﬁﬁ(t,x) =v(t,®(t,x)) fort>0,
®(0,x) =x.

In altri termini, la posizione ®(¢,x), che & determinata dalla velocita del fluido, si ottiene integrando la
velocita lungo la traiettoria che la particella di fluido sta percorrendo.

Siamo ora in grado di completare la verifica della relazione (3): innanzitutto si ha, per cambiamento di
variabili X = ®(¢,x) ad ogni ¢ fissato,

(5) // v f#,X)dX = // Vo) f(t, ®(t,x))| det Jac ®(t,x)| dx .
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Poi si puo dimostrare (ma non lo faremo qui...(!)) che a x fissato la funzione j(t) = det Jac ®(¢, x) soddisfa
il problema di Cauchy

'(t) = (divv) (¢, ®(t,x))j(t) fort >0,
(©) {j(O) det Jacx =1 ’

per cui in particolare
t
j(t) =exp </ (divv)(s, ®(s,x)) ds) > 0.
0
Dunque nella formula (5) il modulo di j(¢t) = det Jac ®(t,x) puo essere tolto.

Veniamo finalmente al calcolo della derivata rispetto al tempo: si ha, derivando (5), passando la derivata
dentro il segno di integrale e usando la regola di derivazione del prodotto,

%// [ v = %// [ )16 () det (1, ) dx

d d
_ / / /V 10 B0 det Jac @(1 ) dx+ / / [, (0 8(0:0) ldet Jac@(t. ) ax

Usando (4) nel primo addendo si ottiene, per derivazione di funzione composta,

3
%[f(t@(t,xm - %(u@(t,x» ¥ ; S (1,830 7 (1.
g{ )+ Z )yoi(t, B(t, %))
(88{ + v -grad f) (t,®(t,x)) .

(1) Bensi qui nella nota: ma solo in due variabili, perché i conti sono sostanzialmente gli stessi che in tre
variabili, ma occupano meno spazio. Dunque, per x fissato, sia j(t) = det Jac ®(¢, x): tralasciando da qui in

avanti la dipendenza da t ed x si ha
0P, 0Py 0Dy 0P,

- (91'1 8I2 6351 8932 '

Dalla regola di derivazione del prodotto, scambiando I'ordine di derivazione fra tempo e spazio, usando (4)
e indicando con g o ® la funzione (¢,x) — g(t, ®(¢,x)), otteniamo

= 0?1 0Dy 0Py 5?D, 02Dy 00 0Dy 02D

Otdxy dxy | Oxy Otdry  Otdxy dxg  Oxy DT,
~ O(n o@)@+%8(vgo¢) _ O(v20®@) 001 92 9(v10 @)
 Ox;  Oxe  Ox1 Oz O0r1 Oxy Oxr1 Oxy

(%)

Per derivazione di funzione composta per k,j = 1,2 si ha

a(’l}k o Q) 6vk 8@1 8vk 6@2
o, (axl ‘I’) o (m“") T

Inserendo questi risultati in (*) ed eliminando i termini di segno opposto si ottiene facilmente

s 0B, 0Dy 0Dy OB,

cioe (6).



Usando (6) nel secondo addendo si trova

f(t, (¢, x))%[det Jac®(t,x)] = (f divv)(t, ®(¢,x)) det Jac B(t,x) .

Si e quindi ottenuto

d B of .
%// V(t)f(t,X) dX = ///V(O) (8t +v-gradf+fd1vv> (t, ®(t,x) det Jac ®(t,x) dx,

e il teorema di trasporto segue riportando 'integrale in V' (¢) con il cambiamento di variabile X = ®(t, x).
Prendendo f =1 in (3) segue che

d
0:7/// 1dx:/// divv(t,X)dX  per t>0.
dt V(t) V(t)

Dall’arbitrarieta del volume V' (¢) segue che I’equazione di incomprimibilita si pud esprimere come

(7) divv=0.

e Equazione dell’elettrostatica in elettromagnetismo

Questo principio della fisica si puo scrivere come

ff s [

ove V & una generica porzione di spazio, p € la densita di carica, E € il campo elettrico e € > 0 & la permittivita
elettrica. Applicando il teorema della divergenza si ottiene:

(8) div(eE) = p.

Se il problema considerato ¢ indipendente dal tempo, dall’equazione di Faraday (si veda (11) piu avanti...)
viene rot E = 0. In un dominio semplicemente connesso questo equivale a E = —grad ¢, ove ¢ ¢ il potenziale
elettrico, per cui (8) diventa

—div(egrad ¢) = p;

nel caso in cui € sia una costante, si arriva a

Ap?

€ )
dato che divgrad = A.
[Bramanti-Pagani-Salsa, Analisi Matematica 2, pag. 337.]

e Equazione della magnetostatica in elettromagnetismo

Questo principio della fisica si puo scrivere come

// pH-ndS =0,
1%
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ove V & una generica porzione di spazio, H & il campo elettrico e p# > 0 & la permeabilita magnetica: in altri
termini, non esistono “cariche magnetiche” isolate. Applicando il teorema della divergenza si ottiene:

(9) div(pH) = 0.

e Equazione di Ampeére in elettromagnetismo

Questo principio della fisica si puo scrivere come

//J-ndS: H-dr,
5 ot+s

ove S e una generica superficie nello spazio, J € la densita di corrente e H il campo magnetico: in altri
termini, il flusso della densita di corrente, cioe I'intensita di corrente, attraverso una superficie ¢ uguale alla
circuitazione del campo magnetico lungo il bordo della superficie (percorso nel verso coerente con la normale
ad S, cio¢ in modo che, abbracciando la normale, si lasci a sinistra la superficie S). La legge pero richiede che
la densita di corrente sia costante nel tempo: in caso contrario, bisogna considerare la piu generale equazione
di Maxwell-Ampere (si veda (13) pilt avanti...).

Applicando il teorema di Stokes si ha

H~dr://rotH~ndS,
ats s

//S(rotH—J)-ndS.

Dall’arbitrarieta della superficie S (che puo essere in ogni posizione del dominio considerato, e con qualsiasi
orientazione della sua normale) si ottiene la relazione vettoriale

e dunque

(10) rotH=17J.

¢ Equazione di Faraday in elettromagnetismo

Questo principio della fisica si puo scrivere come

d
— H~ndS:—/ E . dr,
dt//sﬂ o+s

ove S & una generica superficie nello spazio, H ¢ il campo magnetico, E ¢ il campo elettrico e p la permeabilita
magnetica: in altri termini, la variazione in tempo del flusso dell’induzione magnetica B = pH attraverso una
superficie & uguale all’opposto alla circuitazione del campo elettrico lungo il bordo della superficie (percorso
nel verso coerente con la normale ad S, cio¢ in modo che, abbracciando la normale, si lasci a sinistra la
superficie S).

Applicando il teorema di Stokes si ha

/ E~dr://rotE'ndS,
o+s s
//S(aa]?—krotE)~ndS=O.
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Dall’arbitrarieta della superficie S (che pud essere in ogni posizione del dominio considerato, e con qualsiasi
orientazione della sua normale) si ottiene la relazione vettoriale

(11) %—?—FrotE:O.

[Bramanti-Pagani-Salsa, Analisi Matematica 2, pag. 342, esempio 6.3.]

e Equazione di conservazione della carica in elettromagnetismo

Similmente al principio di conservazione della massa, questo principio della fisica si puo scrivere come

o ff o

ove V & una generica porzione di spazio occupata dal fluido, p & la densita di carica e J la densita di corrente.
Applicando il teorema della divergenza si ottiene:

dp | ..
(12) o Tdivd=0.

e Equazione di Maxwell-Ampeére in elettromagnetismo

E una generalizzazione dell’equazione di Ampére al caso dipendente dal tempo. Partendo da (8) e facendo

la derivata in tempo si ottiene
dp odiv(eE)

ot ot
utilizzando (12) ne viene
Cdiv] — ddiv(eE) ’
ot

quindi
OeE
div| —+4+J) =0.
1v< ot + )

In una regione dello spazio la cui frontiera sia connessa questa relazione dice che la quantita 85:3 + J deve
avere un potenziale vettore, cioe deve esistere un campo vettoriale A per cui

E
%—Q—J:rotA.

Nel caso non dipendente dal tempo da (10) sappiamo che A = H, dunque & coerente con le equazioni
dell’elettromagnetismo gia determinate che valga

OeE

(13) En

+J=rotH,
che & I’equazione che Maxwell propose come generalizzazione dell’equazione di Ampere al caso dipendente
dal tempo.

[Non esattamente con questo approccio, ma con lo stesso risultato: Bramanti-Pagani-Salsa, Analisi
Matematica 2, pag. 344, esercizio 32.]



e Equazione di conduzione del calore

In modo simile al principio di conservazione della carica, questo principio della fisica si puo scrivere come

& o= s [ o

ove V & una generica porzione di spazio occupata dal corpo considerato, ¥ € la temperatura, j € la densita del
flusso di calore, ¢ € la densita della sorgente di calore (per unita di tempo), e le costanti p > 0 e ¢, > 0 sono
la densita e il calore specifico a volume costante, rispettivamente. Applicando il teorema della divergenza si
ottiene

c 8—19 +divj =
vP ot J=4q.
La legge di Fourier della conduzione del calore afferma che

j=—-kgradd,

dove k > 0 ¢ la diffusivita. [Per motivare il segno — che lega j a grad 1, si pensi al fatto che il flusso di calore
¢ diretto dalle zone a temperatura piu alta verso quelle a temperatura pit bassa, mentre accade I’opposto
per il gradiente di temperatura.]

Inserendo questa relazione nell’equazione precedente si ottiene

o

— - div(k grad9) = ;
at Cop IV( gra ) Cop q;

se k e costante, si conclude con

09 1
14 — — kA9 =
(14) 5 " ik
ove k = .
Cop

Nel caso il problema sia indipendente dal tempo (quindi in particolare la sorgente ¢ non dipenda dal
tempo) questo diventa

1
—AY=—q.
Y kq



