La serie binomiale

Per a e N e k€ N, a >k, i coefficienti binomiali si definiscono come

(+)

|
cioe, in altri termini, (g) = % =1 e per k > 1, semplificando i fattori comuni,
lal
a) ala=1)---(a—k+1)(a—k)(a—k—-1)---1
k) El(a — k)!
Cala—1)---(a—k+1)
B k! '

In modo analogo, per a € R e k € N i coefficienti binomiali generalizzati si definiscono

come <a):1 | <a>:a(a_1)"‘(a_k+1)perk21~

0 k k!

[Come appena detto, da questa definizione si ha subito che se « € N e a > k le due
definizioni coincidono. Se invece @« € N e k& > a + 1 si ha che i coefficienti binomiali

k

ottengono partendo da « e sottraendo 1, fino a giungere a o — (k — 1), per cui, se « € N
e a <k —1, uno di questi fattori diventa o — « e dunque & nullo.]
Vogliamo studiare la convergenza della serie di potenze

> (i)

k=0

generalizzati si annullano: < a) = 0. Infatti al numeratore si hanno tutti i fattori che si

e determinare qual ¢ la sua somma. [Si noti che, per quanto appena detto, se &« € N
questa non € una serie, ma un polinomio di grado «, e rappresenta lo sviluppo del binomio
(1 + x)*: il cosiddetto “binomio di Newton”.]

Calcoliamo il raggio di convergenza: si ha

(50)

ala—1)---(a—k+1)(a—k)

: . (k+1)! . |a—kK| . k-«
lim ——%— = lim = lim = lim =1,
k—oo o k—oo a(a—=1)--(a—k+1) k—oo k+1 k—oo k +1
|
3 k!
dunque la serie converge per |z| < 1.
Definiamo g¢(z) = E (Z) z* per |z| < 1. Siccome quando a € N si ha
k=0

i@ =3 (1) =2 ()= = 0o,

1



un’ipotesi di lavoro ragionevole ¢ che valga g(z) = (1 4+ z)® anche per qualsiasi a € R.

Per verificarlo, per prima cosa osserviamo che g(0) = = 1, per cui I'uguaglianza

o
0
. B o . 9(z)
e vera per x = 0. Verifichiamo ora che la derivata del rapporto Gto)®
questo rapporto € costante, e quindi costantemente uguale a 1 (essendo uguale a 1 per

x =0): si ha

e nulla, per cui

d g(&?) . g’(x)(l + :1;')0‘ — g(a:)a(l + x)afl

W de (1+ ) (14 z)2
_ (+2)* Hg'(@)(1 +2) —g(z)a] _ g'(z)(1+2) —g(z)a
(1+ x)2e (1 + x)atl '

Calcoliamo ¢'(x): derivando termine a termine si ottiene

dunque
/ _ a k—1 « k
(1+x)g(:1:)—k1(k)k:1: +E <k)ka: :

Scrivendo m = k — 1, la prima serie diventa

i (2‘) k! = i (m‘il) (m+ 1)a™.

k=1 m=0

Nella seconda serie invece si puo aggiungere il termine per k£ = 0, che ha valore 0, per cui,
scrivendo per uniformita di notazione m al posto di k, si ha

(1) =2 (1) e

k=1 m=0

S (%) e+ (&) m]am

m=0

Dunque abbiamo ottenuto

(1+2)g'(x)

Si tratta ora di sommare ( @ > (m+1)e ( N ) m: si ha
m+1 m

<mil>(m+1)+ <§fb)m

ala—=1)---(a—m+1)(a—m) ala—=1)---(a—m+1)

- (m+ 1)! (m+1)+ m! "
:a(a—l)--r-n(!a—m-i-l)(a_m-i—m): (:1)06'
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In conclusione
(2) (1+2)d (z) = ag(z),

e quindi in (1) abbiamo ottenuto che la derivata di (1945?)a e nulla.

Dunque per |z| < 1 si conclude che g(x) = (1 4 2)%; in altri termini, si ¢ ottenuto lo
sviluppo in serie del binomio, dovuto a Newton:

(3) (1+:1:)°‘:§:(Z)xk |zl < 1.

k=0

Un caso interessante & quello per o = —1/2, con z = —t2. Ne viene, per |t| < 1,

Ve (_) e

e, ricordando che \/11—W e la derivata di arcsin t, antiderivando termine a termine si ottiene
arcsint = i _% (_—1)t2k+1 + cost .
—\k J2%k+1

Siccome per t = 0 si ha arcsin(0 = 0 e inoltre anche la serie di potenze a destra vale 0, ne
segue che la costante e nulla, cioe

. (=5 (D" ok
(4) arcsint = kZ:O( k2> 2/<:—+1t ;< 1.



