Il volume della sfera

Come esercizio di integrali doppi calcoliamo il volume della sfera di raggio R, cioe dell’insieme

Br = {(z,y,2) € R*|2® + ¢y + 22 < R?}.

La sfera puo essere vista come I'insieme compreso fra il grafico delle funzioni ¢ (z,y) = vV R? — 22 — y?
q_(z,y) = —/R? — 22 — 32, al variare di z e y nel cerchio Cp = {(z,y) € R?|2% + 3> < R*}.

Dunque si ha

vol(Bg) = //CR[Q+(37-Z/) —q-(z,y)] drdy = 2//CR VR —a? —y?dudy . (1)

Il cerchio Cr € un insieme sia y-semplice che z-semplice. Pensandolo come insieme y-semplice, puo
essere descritto cosi:

Cr={(r,y) ER*| ~R<a <R, —VR*—2? <y < VR? — 22}, (2)

e dunque

2//CR\/ — —y2d:cdy—2/ /RZ:B \/RQ—x2—y2dy)daz. (3)

VR2—z2

Ponendo per semplicita a = v/ R? — x2, il primo integrale da fare ¢

/aa \/m dy .

[Questa e I'area del semicerchio di raggio a, e dunque vale %mﬁ. Per fare un po’ di allenamento sugli
integrali svolgiamo i conti, come se gia non sapessimo questo risultato...|
Cambiamo variabile con y = asint, dy = acostdt,t = 5 per y =a et = —F per y = —a: si ha

2
/\/ —y2dy—/ Va2 — a?sin? tacostdt—a/

V1 —sin?t costdt = a2/5 cos’tdt. (4)
Siccome f—%g cos’tdt = f_gg sin?tdt (per esempio, questo si verifica osservando che cost = sin(t + %)

jus _n
2 2

e che sin(t — 7) = —sint; oppure guardando qual & I’area al di sotto dei grafici di sin®¢ e cos?t per

—I<t<I)e fir cos®t dt + f%ﬁ sin?tdt = f%w 1dt = 7, ne viene fgﬁ cos’tdt = %. [Se ricordate

che la primitiva di cos?¢ & 1(¢ + smtcos t) il rlsultato dellintegrale ¢ 1mmed1at0 ]

Quindi in (4) si ha
a a’r
/ﬂy/a?—y?dyZT. (5)

In (3) allora risulta, ricordando che a = v R? — 22,

VR2—z2?
2/ / \/ R? — 2aly =

VRZ—22?

/ dxz7r<2R3—/j%x2dx)
= m(2R® - 2R3 iTR3.



